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Matriks Pascal dinyatakan dengan B, adalah matriks segitiga bawah dengan
setiap entrinya merupakan bilangan pada segitiga Pascal. Selanjutnya, Matriks

Tetranacci dinyatakan dengan M,, dengan setiap entrinya merupakan bilangan
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1. PENDAHULUAN

Segitiga Passcal dapat dinyatakan dalam matriks persegi,
dan setiap entrinya adalah bilangan segitiga Pascal
sehinggan disebut segitiga Pascal,. Banyak artikel yang
membahas tentang matriks Pascal, hubungan matriks
matriks Pascal dengan Matriks Fibonacci. Brawer dan
Pirovino [1] memberikan bentuk representasi matriks dari
segitiga Pascal dan membahas tentang bentuk aljabar dari
matriks Pascal. Kemudian Call dan Veleman [2]
mendefinisikan matriks Pascal sebgai matriks segitiga
bawah untuk setiap n bilangan asli yang dinyatakan dengan
P,.

Segitiga Pascal dan bilangan Fibonacci merupakan salah
satu topik yang menjadi daya tarik beberapa penulis,
karena hubungan antara segitiga Pascal dan bilangan
Fibonacci diperoleh bahwa penjumlahan setiap entri—entri
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Tetranacci. Dalam artikel ini, membahas faktorisasi dari hubungan matriks
Tetranacci dan matriks Pascal. Kemudian, dari hubungan dua matriks tersebut
diperoleh sebuah matriks baru, yaitu matriks @, sehunggga matriks Pascal
dapat dinyatakan P, = Q,M,.

pada segitiga Pascal menghasilkan bilangan Fibonacci.
Pernyataan tersebut dipertegas oleh Varnadore [10], yang
menyatakan bahwa dari hubungan antara bilangan
Fibonacci dan segitiga Pascal diperoleh bahwa
penjumlahan setiap entri-entri dari segitiga Pascal secara
diagonal menghasilkan bilangan Fibonacci.

Ide yang sama pada segitiga Pascal, bilangan Fibonacci
juga dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks persegi
dengan setiap entrinya merupakan bilangan Fibonacci,
sehingga matriks ini disebut dengan matriks Fibonacci.
Lee et al. [5] mendefinisikan matriks Fibonacci sebagai
matriks segitiga bawah dan matriks simetris dan
dinyatakan dengan F,. Kemudian, dari definisi matriks
Fibonacci tersebut diperoleh bentuk faktorisasi  dari
matriks Fibonacci dan nilai-nilai eigen dari matriks
simetris Fibonacci.
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Hubungan matriks Pascal dan matriks Fibonacci telah
diteliti oleh beberapa penulis dalam berbagai artikel. Lee
et al. [6] membahas hubungan antara matriks Pascal dan
matriks Fibonacci, Lee et al. [6], Zhang dan Wang [12]
juga membahas hubungan antara matriks Pascal dan
matriks Fibonacci, dengan memperoleh hasil yang
berbeda.

Kemudian, Sabeth et al. [8] membahas hubungan matriks
tribonacci dengan matriks Pascal dan memperoleh dua
hasil yaitu pertama, dari hubungan dua matriks tersebut
diperoleh matriks baru yaitu matriks R,. Selanjutnya,
dengan menggunakan matriks R,, diperoleh bahwa matriks
Pascal B, dapat dinyatakan dengan B, = T,,R,, Hasil kedua
yang diperoleh dari hubungan dua matriks tersebut
diperoleh matriks baru yaitu matriks A,, Selanjutnya,
dengan menggunakan matriks 4,, diperoleh bahwa matriks
Pascal P, dapat dinyatakan dengan B, = A,,T,

Mirfaturiga et al. [7] mendefinisikan matriks tetrancci M,, ,
dimana setiap entri matriks M, merupakan bilangan
tetranacci dan memperoleh hubungan matriks tetranacci
daan matriks Pascal, hubungan matriks tersebut
didefiniskan sebuah matriks baru E,, sehingga matriks
Pascal dapat dinyatakan dalam bentuk B, = M, E,,

Pada artikel ini, membahas hubungan matriks Pascal dan
matriks tetranacci yang merupakan lanjutan dari artikel
Mirfaturiga [7], sehingga diperoleh faktorisasi dari matriks
Pascal dan matriks tetranacci.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Matriks pascal adalah matriks segitiga bawah dengan
setiap entinya merupakan bilangan pada segitiga Pascal.
Matriks Pascal didefenisikan sebagai berikut [2]

Definisi 1. Untuk setiap N € N, matriks Pascal nxn,
B, =[p;] dengan i, j=123,...,n, didefinisikan
sebagai,
i—1 .. .
PLj = {(]E)T), la:;kr?ya = (1)

Barisan tetranacci merupakan generalisasi dari bilangan
Fibonacci. Lee et al. [5] membentuk suatu matriks segitiga
bawah yang entri-entrinya meruakan bilangan Fibonacci
yang disebut dengan matriks Fibonacci. Dengan ide yang
sama dari [5], barisan tetrancci juga dapat dinyatakan
dalam bentuk matriks segitiga bawah dengan setiap
entrinya merupakan bilangan tetranacci, sehingga
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matriks ini disebut matriks tetranacci yang
didefinisikan sebagai berikut [7],

Definisi 2. Untuk setiap N € N, matriks Pascal nxn,
M, = [my;] dengan i, j =1,2,3,...,n, dapat dinyatakan
dan didefinisikan sebagai

_ M,:_j+3, ]lka i 2],
Mij _{ 0, lainnya (2)

Matriks tetranacci M,, merupakan matriks segitiga bawah
dengan diagonal utamanya adalah 1 dan nilai determinan
dari matriks tetranacci M,, merupakan hasil perkalian entri-
entri  diagonalnya, sehinggan diperoleh det(M,) = 1.
Karena det(M,) # 0, maka matriks tetranacci memliki
invers. Bentuk umum dari invers matriks tetranacci nxn
untuk setiap N € N dengan setiap entri dari invers matriks
tetrancci My = [m};] dengan i, j =1,2,3,...,n, dapat
dinyatakan dan didefinisikan sebagai

1, Jika i =j,
m, ={-1, jikai—4<j<i—1, (3)
0, lainnya.

3. METODOLOGI

Zhang dan Wang [12] membahas hubungan matiks Pascal
dan matriks Fibonacci. Kemudian dari hubungan dua
matriks tersebut diperoleh definisi matriks baru, misalkan

matriks baru tersebut adalah matriks Kn,Vn € N yang
didefinisikan sebagai mstriks segitiga bawah berikut
Dari pendefinisian matriks K, diperoleh teorema berikut.

Definisi 3. Untuk setiap n € N, K adalah matriks nxn
dengan setiap entri K = [kij J dengan i, j =1,2,3,...,n
, didefinisikan sebagai

-1 i—1 -1
=7l L) (4)

)= J )=
Dari pendefinisan matriks K, diturunkan beberapa
teorema . selajutnya, dengan ide yang sama dari Zhang dan

Wang [12], penulis membahas antara matriks tetranacci
dan matriks Pascal.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan menggunakan ide dari Zhang dan Wang [12]
dibentuk hubungan antara matriks tetranacci dan matriks
Pascal. Kemudian, dari hubungan dua matriks tersebut
diperoleh definisi matriks baru, misalkan matriks baru

tersebut adalah matriks Q,, VN € N dan setiap entri dari

matriks Qn dinyatakan dengan gq;; .
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Definisi 4. Untuk setiap ¥ne N,Q, adalah matriks

nxn dengan setiap entri Q. =][q;] dengan
i,j=123,...,n, didefinisikan sebagai

a=(2)-(7)-(2)-G)-(2) 6
Dari  definisi (5) maka diperoleh, ¢, =1, q;; =0,
Vi=22; 0,=0, 0q,=1 0q,,=0 Vj=3;
Uy =2, Op =1, Q5 =1, Q;; =0, Vjz4; dan
. 1/
vi,j=2, q :—ﬂ(IA

Matriks Qn merupakan matriks segitiga bawah dengan

—6i° +23i% ~18i - 24).

diagonal utamanya adalah 1 dan nilai determinan sari
matriks Qn merupakan hasil perkalian entri-entri
diagonalnya, sehinggan diperoleh det(Qn)zl. Karena
det(Qn)?f 0, maka matriks Q,, memiliki invers. Misalkan

-1 . - . . . .
Q, “adalah invers dari matriks Q, dan setiap entrik dari

. -1
matriks Qn

dinyatakan sebagai q;j . Entri-entri dari matriks

dengan matriks Pn_1 .

=, : :
Q, “diperoleh dari perkalian M

. - . - . -1
Misalkan untuk N = 4 diperoleh entir-entri untuk matriks Q4

Sebagai berikut:

1 0 0 O

01 0 O
1 _ L=

2 3 -2 1

Dengan memperhatikan setiap entri pada matriks (6) untuk

> j semua nilai entri matriks tersebut didaftarkan seperti yang

ditunjukan pada Tabel 1
Selanjutnya dengan memperhatikan setiap langkah aljabar dari

Tabel 1. Diperoleh bentuk umum matriks le berorde N XN
yang didefinisikan sebagai berikut:

Untuk setiap N € N, dengan Q_l adalah unvers dari matriks

n

Q, setiap entri Qn_1 = [q;j] dengan 1, j=1,2,3,...,n

didefinisikan sebagai

j = Zil(—l)”k(lj :1}\" or - (8)

=]

62

Tabel 1. Nilai entri untuk matriks Q"

Entri
matriks

Q.

Nilai entri matriks Q"

a; a(1-1 0
. M1—1+3(_1)1 1[1_]): Ms(oj

G Muﬁ(—l){l‘l}mz2+3<—1>3(2‘1j

1-1 1-1

o[l

2-1 2-1

gl

L IV, o VIR

1-1 1-1

S b

1-1

o) Mo} (o

L VAR e VALY g

; 2-1
q32 3 1+3 3( J 3- 2+3( 1)4[2_1)

. i k 1
qu Z J+k£ JM i—-k+3
k=]

Dari pendefinisian matriks Qn yang didefinisikan pada

persamaan (6) dapat diturunkan teorema berikut.

Teorema 1. Misalkan untuk setiap N € N dengan matriks Q,,
yang didefinisikan pada persamaan (4), matriks Pascal
yang didefinisikan pada persamaan (1) dan matriks

tetranacci M, yang didefiniskan pada persamaan (2),

dapat dinyatakan P, = QM

n
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Bukti. Karena det(M,) # 0, maka matriks tetranacci M, M, pada persamaan (2), dapat dinyatakan
memiliki invers. akan dibuktikan bahwa —
P,=Q,M,.0
-1
(gn = Fﬁlhﬂl1 : (7)
Kemudian perhatikan ruas kiri pada persamaan (7), untuk setiap Dari Teorema 1. sehingga diperoleh Akibat berikut.
Vi >1 dan J =1, diperoleh Akibat 1. Untuk setiap 1<k <ndan n > j diperoleh

0, = —2—14(i4 —6i° +32i° —18i — 24) (;:11] _ ;{[L—_ll]_(n ;1]_(:(111}_(‘(' ;12}
= ey 8 e ) S A VO .
s

i—1 i—1 i—1
(2)+| . ]O)++| T (0),
5-1 6-1 n-1 Bukti. Dengan memperhatikan setiap entri pada Pni

Oin = PiaMiy + PioMyy + PisMy + PigMy + PisMgy dalam perkalian matriks Pn = Q.M secara aljabar

ang diperoleh sebagai berikut:
+ PigMegy +- -+ PimMpys yang dip g

C Py = Qi My,
= Z Pic Mgy J o
k=1 = Gi My + Ay M) T Daiyie2) M2y +

Selanjutnya, jika Vi>1 dan Vj>2 maka diperoleh Oiyiva)Misaiiy + Daiiea)Misaysy + -+ Gin My

q = i-1 _(i —1J _(i —1j _[ i-1 ) _[ [ —1J Pi = 0cMi_jis + AiyiyM a3 + i) a2 jas +
bt J i+l J+2) \J+2 Aiixisa)M aayjos T Aiira)M rayjos T F
9,,M

in n_j+3x

i—1 i—1 i1 )

qij = I- (1)+( ) I j(_l)‘F( ) I J(_l)‘f‘ pij - qii Mi—j+3 + q(i)(i+1)M i—jta + q(i)(i+2)M i+ +
q(i)(i+3)M i-j+6 + q(i)(i+4)M i—j+7 +--+

i-1 i—1
. (_1)+ . (_1)+ qinMn—j+3
J+3-1 j+4-1 n
i1 i1 Pij = ; PiM s (9)
j + 5_1j(0)+ ot (n _J(O)’ Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (9) diperoleh
' , , i = kM iz
G = PyM + PigayMiaxs) T Picea)Mija2)s) + Py ; Pilicis

Pigi+a)M{j+a)i) + Pija)M{jaa)i) + -1 =Zn: i=1) (i-1) (i-1) (i-1)
J_l k=i k—l k k+1 k+2

Pii+a)M(jra)i) T Pigjs)M(jasyj) +-

i—1 M
Pin My s k+3 k—j+3"

n Jadi dengan menggunakan persamaan (9) dapat diturunkan
Qi = z Pic My persamaan (8).
k=j
Dengan demikian, terbukti bahwa Pn M n‘l = Qn ) Selanjutnya dari pendefinisian matriks Q,; ! pada persamaan (6)

. e . dapat diturunkan teorema berikut.
Jadi, dengan didefinisikan matriks Q,, pada persamaan (4),

matriks Pascal pada persamaan (1) dan matriks tetranacci
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Teorema 2. Misalkan untuk setiap N € N dengan matriks
-1 . ... .
Qn yang didefinisikan pada persamaan (6), matriks

Pascal yang didefinisikan pada persamaan (1) dan matriks

tetranacci M, yang didefiniskan pada persamaan (2),
dapat dinyatakan M, = Q,, L P,.

Bukti. Karena det(P,) # 0, maka matriks Pascal Pn memiliki

invers. akan dibuktikan bahwa
Q' =M,PR™ (10)
Dengan memperhatikan ruas Kiri pada persamaan (10), untuk

setiap | =1 dan j >1, diperoleh
n (k=1
N

(-1 .
= Mi—j+3(_1)1 J[- J+ Mi—(j+l)+3(_1)(J o

j-1
((J ]fi)l—l}r Mii(mm(_l)(m) j
((J ijf)l—lj+ Mi—(j+3)+3(_1)(j+3) j
((] +3)-1 s Mims(—l)””(n 1)’
j—1 j-1

Q5 =My Pl + Miian) Py + Meyie2) Pliva)i)
M 3) Pli+a)i) 7 Min Py
n
Qi = Zmik Py; -
k=i
Dengan demikian, terbukti bahwa M P = Q" jadi
dengan didefinisikan matriks Qn pada persamaan (5), matriks

Pascal Pn pada persamaan (1) dan matriks tetranacci M , Pada

persamaan (2) maka diperoleh Qr:l =M, Pnflﬂ

5. KESIMPULAN DAN SARAN

Artikel ini , hanya membahas hubungan antara matriks
tetranacci segitiga bawah dan matriks Pascal. Kemudian,
dari hubungan kedua matriks tersebut diperoleh definisi

matriks baru yaitu matriks Qn. Selain itu, dari
pendefinisan matriks Qn diperoleh faktorisasi hubungan
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matriks tetranacci dan matriks Pascal dalam dua teorema
dan satu akibat. Kajian berikutnya dapat dilanjutkan untuk
membahas hubungan matriks Pascal dengan matriks
tetranacci segitiga atas, matriks tetranacci simetris dan
generalisasi matriks tetranacci..
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