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Abstrak

Suatu matriks kompleks M, didefinisikan pada pemetaan linier @: X — X + (erXx )1 pada M,. Diduga jika[;f$ )E[;]

semi definit positip untuk A , X , B € M, maka 25}-'[125{:}(}} = S}-{:lﬁ{:ﬂ +B),j=1,...,ndan S_J{}

merupakan rataan dari nilai singular terbesar ke- j. Suatu eksponensial matriks A dinyatakandalam bentuk

Arf
ed = = dan A € L7 dan rentang

numerik dari gt didefinisikan dengan

W(Ey)={t eC:0eF ()} dan Es(t) =e¥,teC

Pada penelitian ini dianalisis sifat-sifat dasar dari W/{E )} , serta analisis kasus untuk A Hermitian

key words : ketaksamaan nilai singular , pemetaan linier

PENDAHULUAN

Matriks sebagai salah satu bahagian
matematika mempunyai peran dan kontribusi
dalam menyelesaikan berbagai persoalan baik
dalam bidang matematika itu sendiri maupun
dalam bidang disiplin ilmu lainnya dengan
matriks  dan  sifat-sifatnya  sebagai  alat
penyelesaian masalah tersebut,

Penelitian ini bersifat studi kepustakaan dan
rencana kegiatan penelitian ini mendalami tentang
hubungan ketaksamaan nilai singular pada
pemetaan linier yang direpresentasikan dalam

suatu bentuk:

+ B yang merupakan matriks

semi definit positip untuk setiap blok berukuran »
x n yang pembuktiannya dengan menunjukkan
pada pertaksamaan _

25;(0(X)) = s;(0(4+B) ,j=1,...n
dengan @ : X — X+ (tr X)Idan s;(.) yang
merupakan rataan nilai singular terbesar ke-j.
Pada penelitian ini dibahas suatu matriks
kompleks M, berukura n x n pada pemetaan

&: X — X + (Tr X)I diperoleh hubungan pada :

Dugaan 1. Jika [;1 Q, dimana A,X,B € M,

adalah semidefinit positif, maka

2 SJ-{‘t‘{:X}j' = 5}-{‘?{}1 +B)),j=1,....n

Trace X dilambangkan dengan TrJX,
transpos konjugat dari X adalah X*. nilai singular
dari X dinotasikan dengan s J-'[:X ), diatur sama.

Untuk dua matriks hermitian X dan ¥, kita tulis
X=Y atau ¥Y=X untuk mengartikan X —V

adalah semidefinit positif dan mempunyai akar
semidefinit positif tunggal dinotasikan dengan

Xz dan I berarti matriks identitas nxn.

Eksponensial matriks merupakan deret dari
fungsi eksponensial yang konstantanya diganti
menjadi matriks A berukuran 7z xn, sehingga
terbentuklah deret matriks A berukuran nxn.
Suatu deret matriks dapat diperluas berdasarkan.
Teorema Cayley-Hamilton yang menguraikan
polynomial nilai eigen dari suatu matriks A
kedalam bentuk polinomial matriks A .
Rentang numerik dari suatu matriks secara umum
telah menjadi topik penelitian yang luas selama
setiap dekade yang mengungkapkan banyak
informasi tentang matriks. Rentang numerik F {4)

dari matriks A € """ adalah himpunan kompak

dan konv_ex
FlA)={x*AxeC:x € T, x*x = 1}
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= WECH A=A, I,=|u—A, Vi€ T},
denganll.ll; menunjukkan norm spektral matriks.
Definisi  untuk  F{4)
Chorianopoulos et al (2010) dengan F(4 ) memuat

dianalisis oleh

semua nilai eigen dari 4.
Jika P() = App™ + A t™ - + 4y
adalah m ® n matriks polinomial, maka rentang
numerik dari P (3t} didefinisikan sebagai

W(P) ={p € C:0 € F(P{uh}
Untuk analisis fungsi dari matriks difokuskan
pada fungsi eksponensial €4, di mana Ae C™*"
dan t € €, Untuk Ae C™*" eksponensial dari A
didefinisikan sebagai

- 4
k!
k=0
Penelitian ini bersifat studi literatur dengan
menelusuri lebih mendalam dari hasil penelitian
yang ditulis oleh Lin (2016) dalam penelitian
yang Dberjudul Ketaksamaan Nilai Singular
Terkait Peta Linier dan pendalaman  hasil
penelitian oleh Chorianopoulos dan Guo (2016)
tentang  Rentang  Numerik  Untuk  Fungsi
Eksponensial Matriks dan kelanjutan dari hasil
penelitian dari peneliti tentang metode alternatif
untuk penyelesaian sistem x!= Ax.

Kajian Literatur dan Perumusan Masalah
Keterkaitan ketaksamaan nilai singular pada
pemetaan linier  memenuhi hubungan yang
dinyatakan dalam lema berikut :

Lemma 2.1 [4, h. 75]. Misal M,N €M,
s;(M+N) =5;(M) +5,(N),j=1,...,n

Lemma 2.2 [4, h. 262]. Misal M,N & M,
25;(M*N) < s;(MM* + NN*),
adalah sebuah kontraksi jika I = C*C

j=1...,nC

Lemma 2.3 (Apostol, 1969).
Jika [;l }Eﬂ, dimana A,X,B € M,, adalah

semidefinit positif, maka terdapat kontraksi C

sehingga ¥ = A=CB-=,
Lema berikutnya merupakan Lema tambahan.
Lemma 2.4 Misal M,V & M,

A;(M*M+ N*N) = A;,(MM* + NN*)-
+ A4 (M*M),j=1,...,n

Dibagian ini dijelaskan pengertian nilai eigen dan
vektor eigen untuk menjelaskan teorema Cayley-
Hamilton.

Definisi 1 (Petersen, 2012)

Skalar A disebut nilai eigen, bila persamaan linier
AX=/x untuk x # 0 dengan matriks A nxn dan X
adalah vektor eigen. Selanjutnya dapat dibentuk
(M- A)X =0 dan det (Al - A) = 0, diperoleh nilai
eigen A,A,... Ay (D)

Definisi 2 (Petersen, 2012)

Jika AqAy,...A, adalah nilai-nilai eigen dari
matriks 4 ordo » x n, maka dapat dibentuk
polinomial nilai eigen,

PA)=A"+c, A+t dte, (2
Teorema 1 (Petersen, 2012)

Misalkan A matriks » x n dan A,=1,=....=4,
adalah nilai-nilai eigennya. Dan Jika polynomial
nilai eigen matriks A : P(4) = det (Al — 4) =
agtadtai’+.....+a, 2" +)" maka diperoleh
P() =agl+a,A+aA+....+A4" =0 (3)

Teorema 2 (Chorianopoulos et al, 2010)
Jika A matriks konstan n x n konstan dengan

polynomial karakteristik P(/l), maka
eksponensial matriksnya adalah:
e = x, () + x,(¢)4 + x,(t)4% +L
+ X, (t)A (n-t)
x, (1) o.(1)

dengan, x, (1) _ g ¢, ()
: - :

x,(t) oY
B, adalah matriks untuk =0 dan

S =1¢,(t).9,().... .9, (1 )jmerupakan

basis solusi sistem persamaan differensial
homogen yang persamaan karakteristiknya adalah
persamaan karakteristik dari matriks A dengan

p(1)=0.

Penelusuran literatur tentang materi yang
berkaitan dengan eksponen matriks memberikan
informasi yang diperlukan dalam menganalisis
perumusan dari eksponen matriks baik dari segi
penelaahan nilai eigen dari matriks A tersebut
maupun tinjauan tentang solusi dari sistem
persamaan diferensial linier yang dibangun oleh
A . sebagai matriks koefisien sistem linier
tersebut .
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil dan pembahasan pada bagian ini berisikan
ketaksamaan nilai eigen Weyl dan ketaksamaan
nilai singular blok matriks semi definit positip

1. Ketaksamaan nilai eigen Weyl
Ketaksamaan nilai eigen Weyl (Bhatia, 2007)
menyatakan jika X,¥ adalah matriks Hermitian,

maka
LX+Y) =4+ 4(Y),j=1...,n

Sebagai N*N = U*NN*U untuk suatu matriks

kesatuan
PM*M + NN = M*M + T*NN*U
< M*M + U*(MM* + NN 9

Dugaan 1:
Untuk M,N € M,,

A;(M*M+N*N) = ;(MM* +NN*)
1
+§ Tr{M*M+N*N —M*N—N*M)
Bukti : Penggantian M,N dengan
M—N, M+ N, pada Lemma 2.4

A (M*M + N*N) < 1,{MM* + NN*)

+ %ﬂl{{M —N)*(M - )

Tapi (M—N)*(M+N) =0, ini
mengimplikasikan

M (M — N (M=) = Tr((M - N)*(M— D))
=Tr (M*M + N*N — M*N — N*M)

Untuk setiap j.

s{A+B+(Tr(4+ B))1)

=4;(A+B) +Tr(A+B)

Dengan menggunakan Lemma 2.1 dan Lemma
2.3 untuk menunjukkan kontraksi C diperoleh

2(s;(45¢Bz) + |rr AxcB3|
=44+ B)+Tr(4+B)
Dari persamaan M = C*Az, N = Bz pada Lemma
2.2 diperoleh
25, (A3CBz) = 2,(C'AC+B)
Maka ketaksamaan (lemma 2.1) terbukti dari
A;(c*ac+B)—4;(A +B)

=Tr(A+B)— 2 |Tr AzCB=

Misalkan M = AzC, N = Bz pada dugaan 1
diperoleh
4;(C*AC +B) — 2, (4:CC* Az + B)

1 11 101
=S Tr (C'AC +B - C*ARE: — BaAiC
< Tr(C*AC~ B — C*AzB: — 8:A2C

= Tr(C*AC + B) — 2TrA=CB:

Karena £  adalah  kontraksi  sehingga

A2CC* A2 = A memenuhi persamaan
A{(A=CC* 4z + B) = A,(A+ B)

untuk mengkonfirmasi dugaan 1 .

2. Ketaksamaan Nilai Singular Block
Matriks Semi Definit Positip

Diketahui ketaksamaan rata-rata aritmatika dan

geometri untuk nilai singular dalam bentuk 20 j

AB*)<ocjA*A+B*B),j=1,2,..,n

(Bhatia dan Kittaneh, 2008)

Untuk suatu A, B € M n. telah dibuktikan (Zhang ,

2005) dimana

6j(A-B)<ocj(A®B),j=1,2,...,n untuk

matriks semi definit positip A, B , M n dan

) (MK .
20j(K)<0 j (;ﬁ N),J=1,2,...r (4)

Untuk suatu block matriks semi definit positip

M Ky .. .
(h’* N),dlmana MeMy,NeM,,r=min {m

, n}.

Zhang (2005) menunjukan nilai singular
dari block matriks semi definit positip bahwa jika
A , B dan C merupakan matriks kompleks

sedemikian hingga (E; S) > 0, dimana A

berukuran m X m, C berukuran n X n, B
berukurans m x n, and rank B = r, maka log ¢ (B)
< log pdimana p=(yw , y,,...,.u,) dengan ;=
max {A; (A), A; (C)} jika [ dan 0 untuk lainnya . ¢
(B) =, W, selanjutnya misalkan A, B dan C
merupakan matriks persegi yang mempunyai orde
sama maka
log |A (B)] <, log

Ketaksamaan nilai singular dari block
matriks 2x2 dengan menggunakan operator
jumlah langsung dari matriks semi definit positip
memenuhi

.- : A B
gji(A D C)— o1(B) = gj (B i C‘)

<ol(ABC)+o1(B)
(5)
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Untuk suatu block matriks semi definit { BAx E‘)’

where A € M,,, C € M, r=min {m, n}
£ 0] (A0 -0j®) <5E,0i( 2 )
=a/(AB C)+gj(B).j =12, .7
(6)

Untuk suatu block matriks semi definit { BAx E‘)’

dimana A,B,dan C matriks persegi berukuran nxn
memenuhi hubungan

Zoj(A+B+B+ +E}£5j(;* C)

D
’j:1,2’-.-’n (7)
2oj(A+C~ (B+B+) = aj(;* g)
9j:1’25"'9n (8)

Untuk suatu block matriks semi definit

A Oy, . .
(B . D)dlmana A,B,dan C matriks persegi
berukuran nxn

diperoleh hubungan jika
Ai= 0,i=12,..,n ,maka

SO 4D S 0@ L,

Ai),j=1,2,...,n ©)
lemma 3.1
dan yy 2y 2¥;3.....2(
memenuhi

MM, xi =TI, vi, k= 1,2, ..., nMaka
Y xi=¥E yvi,k=12,..,n

lemma 3.2 Misalkan A,B € Mn merupakan

matriks Hermitian, Maka
» (4 +B) =>(4) +x (B)

lemma 3.3 Jika A,B € Mn merupakan matriks
Hermitian , Maka » (4) —x (B »< (4 — B}

lemma 3.4 Misalkan A dan B merupakan
matriks kompleks berukuran m x n, maka
g(A+B) < wo(A4) +a(B)

lemma 3.5 Misalkan A dan B merupakan matriks
semi definit positip berukuran sama, maka
loga{A—B) <w loga(A+ B)

Sebagai konsekwensinya
a{A — B) < wa(4 + B)Jadi
lA—Bllui sIlA+B |l ui

3. Eksponensial Matriks

Perumusan tentang eksponensial dari suatu
matriks persegi sebelumnya dijabarkan melalui
perluasan fungsi matriks A yang mempunyai

eigen value Ay , A , Az, ... , A, yang
diformulasikan dalam bentuk:
e =D 7.eM dan

k=1

n
A
x(y=eMx, =) Z,e"x,
k=0

A-Al
dengan Z,= || J
j=Ljzk ﬁ'k _/1_/

Sebagai ilustrasi , Selesaikan persamaan

\ 0 1 1
Xx= Ax, dengan A = , X, =
-2 -3 2

Diperoleh c(A) = det (A — Al) = 0, menghasilkan
A= {-1, -2 } maka

A -, 2 -1
2 11 4
Zx, = =
-2 -1]2 -4
Schingga penyelesaian dari persamaan x = Ax
adalah

2
x()=YZ.e"x, =e'Z x, +eZ, x,
k=l

uOH

Jika dibandingkan dengan cara biasa , dari
nilaieigen A= {-1 , -2 } diperoleh matriks P
yang dibentuk oleh eigenvektor [v; , V3],

1 1
sehingga P = [v; ,v,] = {_1 _2} )

1 1 |1 4
= , diperoleh
-1 =212 -3

hubungan Z;x,=c;v; dan Z,x, = cyv,
Jadi solusi persamaan adalah

Conpr |1 1er 04
x(t)=Pe™ P xo—[_l _2}{0 e%}[—J

-1
P x, =
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SURES

4. Rentang Numerik
Rentang numerik F(4) dari matriks A e L™

adalah himpunan kompak dan konvex
FlA)={x*AxeC:x € T x*x =1}
={peC:lA-AL, ;= |p—A4|,VAe C},
denganll.ll; menunjukkan norm spektral matriks
Definisi untuk F(A) dianalisis serta F(A)
memuat semua nilai eigen dari 4 (Chorianopoulos
et al, 2010). Jika
Plu)=Au™+Ap_p™ 1 +...+4, adalah
n » m matriks polinomial, maka rentang numerik
dari P () didefinisikan sebagai
W(P) ={p € G0 e FP
Untuk analisis fungsi dari matriks difokuskan
pada fungsi eksponensial e, di mana AeL™*"
dant T

Untuk Ae C"**" eksponensial dari 4 didefinisikan
sebagaig® = Er:c-i_.:
Rentang Numerik pada operator T
merupakan himpunan bagian dari bilangan
kompleks C yang didefinisikan dalam bentuk :
W(T) = {{Tx,x),x € H,llx|l = 1}
Sifat-sifat dari W(T) memenuhi :
Wial +8T) = o+ SWI(T),untuk a,f € C
W(T" = {&,0 €W(T)),
W(U*TU) = W(T)
Unitary U.
Sebagai  ilustrasi,
ditransformasi :
C*—= (C* yang
_[r b1 .
A= [ﬂ _T],*.r ER,b EC

untuk suatu matriks
Misalkan  matriks A

direpresentasikan oleh

Dan misalkan (f,g) merupakan vektor satuan
dalam C2,f = e™®Cos8 ,g = e'*5ind

o € [ﬂ,g B € [0,27]
Diperoleh:
Af = (re®Cos8+ b e'fSin 8,—re'fsSing)
Dan
(Af,f) =r(Cos?6 — Sin%6})
+biF-alSin @ Cos B
=Xx+iy
x =rCos 26 + 2 sin 20 Cos(f—a +¥)

-

y= @51’11 20Cos(f —a+y) Sin26,y =argh.

Diperoleh persamaan:

(x —rC0s 26)%+ y> = @Sin:ﬁ , dengan
0= =m
Yang merupakan himpunan lingkaran

(x =7 COs 26)2 + y* = 2 5in?26.

Diferensialkan ke w,rt @, diperoleh

(x =rCos B)r = ”b—;ldfas 0.

Dengan  mengeliminasi  kedua  persamaan
+ =1

=5

Yang merupakan ellips dengan pusat 0 , sumbu

diperoleh :

minor b dan sumbu mayar /4rZ + b-

Perumusan tentang rentang numerik matriks
eksponensial ditelaah berdasarkan difinisi berikut

Untuk suatu A E CP*n
Ejt)=e4, t € C , rentang
dari E,(t}didefinisikan sebagai berikut :

misalkan
numerik

Definisi 3 (Li dan Rodman, 1997)
Rentang numerikal dari E4{t) adalah
dan memenubhi :

+ LA

: teC:x*ex =10
WI{E ={ !
( A) untuk suatux = 0 dan x = C®

={teC: e —A |l,= |1|,¥A € CL
(11

Teorema 3. Misalkan A € C™*® makaW({E,)

tidak kosong jika dan hanya jika A bukan matriks
skalar.
Bukti: Jika A4 adalah matriks skalar

(4 = cl,untuk suatu £ kompleks), maka
W1{E4Jadalah kosong karena F(e4t) = {ect] dan
jelas {e“}= 0. Misalkan 4 bukan matriks
skalar,Akan dutunjukkan W({E,) tidak kosong
dengan induksi pada ukuran n dari A.

Ambil Usuatu matriks unitary sedemikian hingga
A=U=#RU dan R adalah matriks segitiga atas.
Diperoleh e4* = U*e®*lJ, sedemikian hingga
F(e*") = F(e®) untuk setiap t € C. Oleh karena
itu W(E4) = W{Eg). Sehingga A merupakan
matriks segitiga atas.
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1.
Misalkan A matriks kompleks 2 x 2, [ﬂl ;L ]
diperoleh
Aat_ st

Ayg T
gt — |F a -4, |dengan

0 E/l:r
.-11 E= j:;jikajl = j.: =4

makaef = [Ek Ekﬂt]

0 gt
Jika A memiliki dua nilai eigen yang berbeda
maka F(e4?) adalah konvex untuk semua t, itu

sudah cukup untuk menunjukkan bahwa selalu
ada t kompleks yang menghubungkan segmen

garis e1f dan elsf

melalui titik 0 atau dengan

kata lain untuk suatu & £ € C sedemikian hingga

£ € (0,1) maka

pe’st + (1-p)e’s = 0,
|-

Atau  elhdalt = —?'g, sehingga
g A=Azl e—(2k+Dmi _ —?, di mana & € Z. Oleh
karena itu, dapat dipilih t sehingga
zan’J + (2k + D)
t= ,
Ay — As
kel (12)
Jika A =4, =4, maka

F(ef) = {z€C: |z—e¥| < |T||e™ )
Jadi, 0€ F(e4)jika dan hanya jika || zﬁ

Oleh karena itu W(Eg)={tEC: |t| = l—;}.
Misalkan W(Ez) # @ untuk setiap matriks
segitiga atas A berukuran k x k A, dengank = 2.
Jadi terdapat {£;E T sedemikian hingga
x jeexg = Oluntuk suatu xg % 0, xp € CF.
Untuk setiap (k + 1) % {k + 1)matriks segitiga
atas 4, Terdapat tiga kemungkinan:

_JA ¥ _[& 7]
A—[ ], atau:fl—[ -1,
0 ¢ 0 Al
A o

atau A 4 . , dimana
A

y €Tk, £ € C,a = 0, dan Amatriks segitiga atas
berukuran & x k.

Sifat — Sifat W(E )

Misalkan 4 € C™*"  rentang numerik A

didefinisikan dengan
W{A)={x*AxcxeC?*x*x = 1}.

Teorema 4. Misalkan A €C™*" qa,f C.
W(ad +BI) = aW(4) + 8.

W{U*AU) = W{A) untuk setiap Unitary

U E E:'z)(n

Misalkan

ke{l,..,.n— 1}dan X € C**memenuhiX*X =T,

MakaW (X*AX) € W(A).
Sifat dan karakteristik menggambarkan interaksi
antara sifat-sifat geometris dari W({A4) dan sifat-

sifat aljabar 4 € C™*® (Lin, 2014)

Teorema 5. Misalkan A € C™*",
A = Aljika dan hanya jika W(A4) = {i}.
A = A% jika dan hanya jikal¥'(4) C IR.
A = A* adalah definit positif jika dan hanya jika
W(A) € (0, ).
A = A" adalah semidefinite positif jika dan hanya
jika W(A) < [0, o).
Rentang numerik dari matriks Hermitian H

adalah interval tertutup pada sumbu real, yang
titik akhir dibentuk oleh eigen ekstrim H.

aq 0 v O
0 a, =~ :
. 0 dengan a; = a, = - = a,
o .. 0 a,
karena #(H,x) = x*Hx = 3", a,x,7,.

misalkanx menjadi vektor dengan komponen riel
&1y r¥n dengan 2=1 Maka
®(H,x) = X7_, a,.&2.¢(H,x)mengasumsikan

nilai eigen ekstrim ay, ..., @, dari matriks diagonal

H hanya untuk vektor eigen

1 0
0 0
x1=|0|, x,=|0| sembarang Unitary U
0 1
dari persamaan yang ekuivalen
Hx = ax, (U*HU)U*x = aU*x

Nilai eigen ekstrim U*HU diasumsikan hanya
untuk vektor eigen dalam fungsi €(U*HU, x).
Untuk setiap matriks kompleks 4 dapat dibagi
menjadi dua komponen sehingga
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A =H,iH,,
dimanaH; dan H; adalah matriks Hermitian yang
berhubungan dengan A:
A+ AF A-A
i =y

Dari ini diperoleh

®(A,x) = (Hy, x) + i®(H,, x).
Dimana #(H;,x) dan ®(H-,x) adalah komponen
riel untuk setiap vektor x.

Teorema 6. Misalkan 4 € T™" pukan matriks
skalardan t € W(Ea4) maka

Im2
t =
S ey (49
Bukti. _
Karena t EWI(E,),

| et — AL lI,= |A], YA €C. Untuk A=1
diperoleh || e<® — Al I,=1.

Karena

0 € F(e4%),0 € e*t F(eAr) = F(eAr—¥tin),
Untuk setiap k € C..

Oleh karena itu
I gt —ktln _ jr” ": =1

Diperoleh hubungan
I pEtY _ oX [ {'EIIYH: — l}EIIEH:J

di mana X,Y adalah matriks persegi dengan
ukuran yang sama. Untuk Y = At — kfl, dan

X = 0, ketaksamaan menjadi

I eAemheln — Iy =l AFTE I =1 gy

Menggabungkan ketaksamaan (7) dan (8)
diperoleh L = ef*~*tn |, —1, atau
n2=|t 1A -k,
teorema (6) terbukti.

ketaksamaan  pada

KESIMPULAN
Dari hasil penelitian ini diperoleh kesimpulan
1. Rataan geometric dua matriks definit positip
A,B £ M, didefinisikan dengan

A#B = B: (B'iﬁﬁ'?f B=. Untuk 4,8 = 0

dengan batas atas dinyatakan dalam bentuk
A#B = liné{:.»fl +el )#(B +el,)
g

Ketaksamaan Non komutatif AM - GM
dirumuskan dalam bantuk _;1-:_5 = A#B

s;(®(%)) < 5,(D(4#B)),j = 1,...,m

2. Fungsi eksponensial matriks diperoleh
dari Solusi persamaan
x= Ax dalam bentuk x(t)=e¢ ™ x, =

A-MDt_Alt A-MDt At
A My = At M

2

— [+ (A= ALYt + (A= AI)? %+...] e “x

o

X(t) = [1+ iwtk]e’hx

k=0 k! ?

3. Suatu rentang numerik dari operator T
yang merupakan subset dari bilangan
kompleks C
dalam bentuk:
W(T) = {(Ten) x €H, lIxl=1}
diperoleh hubungan
Wial + BT) = a + SW(T),
untuk o ,f €C dan
W(T*) ={4 .., 1,} € W(T) serta
W{U*TU) = W(T) untuk suatu matrik
Unitary U.

4. Untuk suatu matriks Hermitian H , maka

dimana A; dan 4 merupakan  eigen

value terkecil dan terbesar dari Matriks H
dan jika [|[v|l = 1dan ”Hz:,z;” = A,, maka
\ merupakan eigenvektor yang
berkoresponden dengan A,
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